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离散 广义 Emden-Fowler 方程 边 值 问题 的 多 重 解 * 


贺 铁 山 1， 陈 文 革 ? 
(1- 仲恺 农业 工程 学 院 计 算 科 学 系 ， 广 州 510225; 2- 华南 理工 大 学 数学 系 ， 广 州 510640) 
摘 要 : 本 文 研究 了 离散 广义 Emden-Fowler 方 程 边 值 问题 多 重 解 的 存在 性 。 通 过 将 这 类 边 值 问题 的 解 转 


化 为 定义 在 一 个 适当 空间 上 泛 函 的 临界 点 ， 并 利用 Morse 理论 中 的 三 临界 点 定理 ， 文 中 得 到 了 
该 问题 存在 3 个 解 的 充分 条 件 ， 并 举例 说 明了 所 获得 的 主要 结果 是 有 效 的 。 
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E 
au 
Dil 


Z, 及 分 别 表 示 整 数 集 与 实数 集 。 对 于 任意 的 ob € Z, a € b 3E X Zla] = (a.a 
1,---, Z[ao,b] = {a,a + 1,--- , b. 
考虑 由 离散 广义 Emden-Fowler 方程 


A[p(t)Au(t —1)] + a(t)u(t) = f(t, ut), te Zl1,k] (1) 


及 边 值 条 件 
u(0) + au(1)=0, wu(k+1)+Bu(k)=0 (2) 


组 成 的 边 值 问题 多 重 解 的 存在 性 ， 这 里 是 一 个 固定 的 正 整 数 ，p : Z(L, k+ 1] — RJE HOST 4E 
意 的 te 2Z[1,k 十 1], p(t) > 0, q: ZILK] >R, f :2[1,k] xR 一 RR 关于 第 二 个 变量 连续 ， 信 是 
前 差分 算 子 ， 定 义 为 Au(t) = u(t 十 1) 一 u(t), o, 6 是 常数 。 

方程 (1) 作为 描述 众多 实际 问题 的 数学 模型 ， 已 广泛 出 现在 计算 机 科学 、 控 制 理论 、 流 体力 
学 、 核 物理 学 等 学 科 的 研究 中 。 很 多 作者 进行 了 深刻 的 讨论 ， 得 到 了 一 系列 重要 的 结果 。 例 如 
关于 非 共 轿 与 非 焦 性 的 结果 [I" 引 ， 关 于 振动 性 与 渐 近 性 的 结果 [和 | ， 关 于 周期 解 及 次 调和 解 的 
存在 性 与 多 重 性 的 结果 [19。 

最 近 ， 庚 建设 、 郭 志明 [03,14 利用 鞍点 定理 得 到 了 边 值 问题 (1)-(2) 一 个 解 的 存在 性 结果 。 然 
而 ， 关 于 边 值 问题 (1)-(2) 三 个 解 的 存在 性 结果 ， 据 作者 所 知 ， 并 不 多 见 。 本 文 的 主要 目的 是 利 
用 Morse 理论 中 的 三 临界 点 定理 建立 边 值 问题 (1)-(2) 三 个 解 的 存在 性 准则 。 
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2 ” 变 分 结构 与 基本 引 理 


W RF 是 大 维 实 Euclid 空间 。 对 于 任意 的 u,v € RE，|jul| 和 (u, v) 分 别 表示 RE 中 通常 的 范 数 
与 内 积 。 对 任意 & = (u(1)u(2),--- ,u(k))T e R*， 定 义 


Il = ( » or )*, 


这 里 oo > p > 1。 那 么 


E lull < lullo < kè full. (3) 
4 
Fes) f f (t, s)ds, 
c(t) = q(t) ~ p(t) — p(t + 1), 
c(1)—op(1) p2) 0 .- 0 0 
»(2) c(2) »(3) = 0 0 
TA 0 p(3) c(3) -> 0 0 
0 0 0 o ck-1) p(k) 
0 0 0 >- p(k) c(k)—Bp(k-1) 
现 考虑 定义 在 Re 上 的 如 下 泛 函 
k 
J(u) = 5 (Mu, u) - 》 F(tut), Vuc(u(1,u(2)---,u(k))7 e RF. (4) 
fal 


HICH [14] 知 , u = (u(1),u(2),---  u(k))T € RE 是 泛 函 了 了 的 临界 点 当 且 仅 当 

u= (u(t))g = (w(0)u(D,a(2)… ,u(k), u(k + 1))7 
是 边 值 问题 (D)-(2) 满足 w(0) = —ow(1), u(k +1) = 一 Bu(k) 的 解 。 由 了 的 连续 性 可 得 ，J < 
C (R^, R), 并 且 


k 
(J'(u),h) = (Mu,h) - M^ f(tu(t))-h(t), VuheR*. (5) 


为 证 明 本 文 的 主要 结果 ， 需 要 下 面 的 引 理 。 
3[28 2.15]. 设 妃 是 实 可 分 Hilbert 空间 ，J € C2(E,R) 满 足 P.S. 条 件 ， 有 下 界 ， 又 设 J 有 
一 个 非 退 化 的 、 非 极 小 、 具 有 穷 Morse 指数 的 临界 点 zo， 则 了 至 少 有 3 个 临界 点 。 
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3 3 个 解 的 存在 性 


今 


u = max{|al,|8|}; 
Pmax = max(|p(t)],t € Z[1, k + 1]}; 


dmax = max{q(t),t € Z[L, k]), Qmin — min(q(t), t € Z[L, k]. 


定理 3.1 假设 f, M 满足 下列 条 件 。 

(Fi) 对 任意 固定 的 te€ 2Z[1,k], f(t,.z) e C! (R,; R), 并 且 f(t,0) — 0; 

(F2) 对 任意 固定 的 te 2[1,k]， 当 |zx| 一 oo 时 ，F(t,7x) 一 一 

(Fs) fL(t,0) > qmax + UPmax $È f4(t,0) < gmin — (4 + H)Pmin, £— 1,2, ,5， 并 且 至 少 存 
在 一 个 正 整数 to € Z[L, k], 使 得 f; (to, 0) > qmax + HPmax: 

(P1) 矩阵 MM 是 半 正 定 的 。 

则 边 值 问题 (1)-(2) 至 少 存在 3 个 解 。 

为 证 明定 理 3.1， 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 。 

引 理 3.1 假设 定理 3.1 中 的 条 件 (F2)、(Pi1) 成 立 ， 则 由 (4) 式 定义 的 泛 函 J(u) 满足 P.S. 条 
件 ， 并 且 泛 函 Ju) ER: 上 有 下 界 。 

证 明 假设 {um} C R*， 存 在 常数 C1 > 0， 使 得 对 任意 的 正 整数 m,，|J(wm)| € Ci, 9FR. 
当 m > otf, J (um) 一 0。 车 {um} 无 界 ， 则 存在 {wm} 的 子 列 ( 不 妨 仍 记 为 {um}) 及 to € 
ZL, k] fif|us(to)) — oo。 由 条 件 (F2) 可 得 ， 当 m 一 œf}, F(to,um(to)) 一 一 co。 
由 (t,x) 关 于 zx 的 连续 性 及 条 件 (F2) 可 知 ， 存 在 常数 C。> 0， 使 得 对 任意 (t,z) € 2[1,k] x 
R, 

F(t,x) € C2. (6) 


LP ERE M RobIEER. BIEOSHEXCU = (u(1),u(2),--- ,u(k))7 € R5, (Mu,u) > 0. 
由 (6) 式 可 得 


J(um) > — SF Um(t)) > —F(to,um(to)) — (k — 1)C2. 
t=1 
而 {um} 有 收敛 子 列 ， 泛 函 JWE P.S. RF 
对 任意 4 二 (u(1),u(2),--- ,u(k))? € R*， 由 (6) 式 可 得 


k 
> — > F(tu(t)) > -kCs. 
t=1 


TÆ, ZR JER 上 有 下 界 。 证 毕 

定理 3.1 的 证 明 由 于 泛 函 J 在 Re 上 的 临界 点 与 边 值 问题 (1)-(2) 的 解 一 一 对 应 ， 因 此 我 
们 只 要 利用 引 理 2.1 证 明 J 在 R# 上 有 3 个 临界 点 即 可 。 由 引 理 3.1 知 ， 泛 函 了 满足 P.S. 条 件 且 
ER: 上 有 下 界 。 下 面 证 明 J 满足 引 理 2.1 的 其 它 条 件 。 
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由 条 件 (Fi)、(5) RE Fréchet 微分 的 定义 易 知 ，.J(u) XE RF ER C? ZER, H 


al p2) 0 ee 0 0 
»(2) a» pB) >> 0 0 
0 3 Q E 0 0 
pep Um Uu 0 
0 0 … p(k-1) aki p(k) 
0 0 ee 0 p(k) ax 


这 里 
Q1 = c(1) e op(1) n fL (1, u(1)); Qt = c(t) Pi f (t, u(t)), t€ Z[2, k = 1]; 
ap = c(k) — Bp(k + 1) — fz (k, u(k)). 


由 f(t,0) = 0， 对 任意 的 te Z[L kJ & (5) R4, 0 = (0,0,… ,0)7 是 泛 函 了 的 临界 点 。 由 条 
fF (Fa) 4, SCSBRAR BE J” (0) (I. (7) X) 是 严格 对 角 占 优 符 阵 。 因 此 ，, 必 (9) 有 有 界 逆 。 现 证 
明 9 非 极 小 : 对 任意 wu € RE, 由 Taylor 公式 ， 得 


Je) = JO)  (09,u) + HT (uuu) = 3G" (pu), v), (8) 
这 里 0 <p < 1。 由 条 件 (F3); 不 妨 设 f.(1,0) > qmax + UPmax’ 再 由 fi(t, zx) 的 连续 性 知 ， 存 


在 6 > 0， 使 当 |z| < 56 时， 天 (1,z) > qmax + HPmaxe. WE: = (2 0 ,0)7, ME WEDDE 
为 5， 其 他 分 量 全 为 0， 这 里 ie 2[1]。 由 (8) 式 及 (7) 式 知 


J(&) = 5 (OEE) = 25 Ee -ap - (1, .)] 


2 
< Š (a0 — (1) — P02) — ap(D — dmax — Pros) 


ó? 
< 5i2 (a(1) d ap(1) — Qmax 一 Hpmax ) < 0. 


注意 到 J(9) = 0 及 &i 一 0(i — oo), BERA, 0 3EBUh.. XR 是 有 限 维 空间 , 则 6 05) Morse TR 
数 为 有 穷 。 因 此 根据 引 理 2.1， 泛 函 J(u) 至 少 有 3 个 临界 点 。 证 毕 
定理 3.2 假设 f, M 满足 (Fi) (F3) 和 下 列 条 件 : 
(Fa) XHER te Zlk), lime £69 = 0; 
(P2) 和 矩阵 MM 是 正定 的 ; 
则 边 值 问题 (1)-(2) 至 少 存在 3 个 解 。 
证 明 由 于 矩阵 M 是 正定 的 ， 记 其 最 小 的 正 特征 值 为 XN， 则 对 任意 w € R*, (Mu,u) > 
Aillulj2。 由 条 件 (Fa 知 ， 存 在 常数 5 > 0， 使 得 对 任意 (62) € Z[1, k] x R, 


I/(&a)| < pulsi dp. 
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于 是 ， 由 中 值 定理 及 Halder FER, IAE u = (4(1),4(2),… ,u(k))" e RF, RIA 


k k 
J) > Zadel? - Y A oul) ult) -YO F(40) 
t=1 t=1 


IV 


1 ERAI 
zA? — 37 ( Flu) + tuto) 


t=1 


入 1 
> Pup — bvl], 


这 里 0 < 9(t) < 1, t= 1,2,… ,k。 由 上 式 易 知 ， 泛 函 J(u) WE P.S. RIBER EAFA. H 
下 部 分 的 证 明 完 全 类 似 于 定理 3.1 的 证 明 ， 不 再 袭 述 。 证 毕 
定理 3.3 ”假设 f, M 满足 条 件 (F1). (Fa). (P2) 和 下 列 条 件 。 
(Fs) 存在 常数 G > 0， 使 得 当 |z| > Git, cf(t,x) < 0; 
则 边 值 问 题 (1)-(2) 至 少 存在 3 个 解 。 
证 明 ”由 于 实 对 称 矩 阵 M 是 正定 的 , 记 其 最 小 的 正 特征 值 为 和 1, 则 对 任意 & = (w(1), 4(2),…， 
u(k))" € R*, (Mu,u) > allul2。 由 条 件 (Fs)， 得 


F(t,u(t)) = ral f(t,s)ds < maxi E | f(t, s) |ds, E |f (t, —s) |ds ]- 
记 E 
e ome 人 yealds f us canas, 


TR N 
J(u) > F llull? — eo. 


HERAS, 2A J(u) H EPS. RELER 上 有 下 界 。 剩 下 部 分 的 证 明 完 全 类 似 于 定 
383.1 FJuEHH, BIER. 证 毕 
定理 3.4 假设 f, M 满足 条 件 (Fi)、(Fs) 和 下 列 条 件 。 
(Fg) 存在 常数 六 > 0, 52» 0, y > 2， 使 得 对 任意 (t) € 2 x Fo. A 


F(t,x) € —bi|z|* + 05, 


则 边 值 问 题 (1)-(2) 至 少 存在 3 个 解 。 

证 明 BERE M 的 特征 值 为 和 ,和 2,… Ak A ba = max{| 和 i, [Asl ,|Xx|}， 则 对 任意 = 
(u(1),u(2),---,u(k)? € R*, (Mu,u) > 一 bsjjlull?。 为 验证 J 满足 P.S. 条 件 ， 假 设 {um} C 
Rk， 存 在 常数 C > 0， 使 得 对 任意 的 正 整 数 m，|J(um)| € C， 并 且 当 m — okt, J'(us) 一 
0。 于 是 ， 由 (F6) 及 (3) 式 可 得 


b k 
C > J(us) > —5 lum? 9, (bilum) — 02) 
t=1 


> ul + bi (T) lul? - kb. 
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因为 7 > 2， 那么 ， {um} 是 有 限 维 Hilbert 空间 R* 中 的 有 界 序列 。 显 人 NT 它 有 收敛 的 子 序 
列 。 所 以 ， 泛 函 J 满足 P.S. 条 件 且 在 Re 上 有 下 界 。 剩 下 部 分 的 证 明 完 全 类 似 于 定理 3.1 的 证 
9], ABER. 证 毕 


4 Uf 
下 面 举 两 个 例子 来 说 明 本 文 的 主要 结果 定理 3.1 与 定理 3.4。 
例 4.1 考虑 离散 广义 Emden-Fowler 方程 边 值 问 题 


| Ault — 1) + 4u(t) 3 (  2u()m(1--w()) - Bh +8ult)), te Zid, i 


u(0)4-u(1)—0, vw(5)-4- u(4) — 0. 
这 里 
2z3 
+r? 


f(t,z)- 3:( — 2zln(1+ z?) 一 1 +8z)， p(t) 21, q(t) 4, a=ß=l1. 

经 过 简单 计算 易 知 ， 四 阶 矩 阵 M ARIE A = 0, A2 = 2 V3, A. = 2， 则 矩阵 M 是 半 
正定 的 。 易 验证 f, M 满足 定理 3.1 的 所 有 条 件 。 因 此 ， 边 值 问题 (9) 至 少 存在 3 个 解 。 边 值 问 
题 (9) 不 满足 文献 [13,1 自 中 所 有 定理 的 条 件 ， 亦 不 满足 本 文 其 它 定 理 的 条 件 ， 从 而 得 不 到 相应 


的 结果 。 
例 4.2 考虑 离散 广义 Emden-Fowler 方程 边 值 问题 


A?u(t — 1) + 3u(t) = 3:( — Auf (£)In (1 + w(t)) — Be + 8u(t) ), t € 2[1,3], 
u(0)--u(1) 20, u(4)4 u(3) — 0. 


(10) 


AERA, AREE M 有 特征 值 Xi = —1, A2 —0, Xs 22, JU M 是 齐 异 的 与 不 定 的 。 易 验 
证 f, M 满足 定理 3.4 的 所 有 条 件 。 因 此 ， 边 值 问题 (10) 至 少 存在 3 个 解 。 边 值 问题 (10) 不 满足 
文献 [13,14 和 中 所 有 定理 的 条 件 ， 亦 不 满足 本 文 其 它 定理 的 条 件 ， 从 而 得 不 到 相应 的 结果 。 
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Multiple Solutions to Boundary Value Problems of the Generalized 
Discrete Emden-Fowler Equation 


HE Tie-shan!, CHEN Wen-ge? 


(1- Department of Computation Science, Zhongkai University of Agriculture 
and Engineering, Guangzhou 510225; 2- Department of Mathematics, South China 
University of Technology, Guangzhou 510640) 


Abstract: In this paper, we investigate the existence of multiple solutions to boundary value problems 
of the generalized discrete Emden-Fowler equation. By converting solutions of the problems into the 
critical points of a functional defined on a proper space, some sufficient conditions for the existence of 
three solutions are obtained by using a three critical points theorem in the Morse theory. Two examples 
are given to illustrate the effectiveness of the obtained results. 
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